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哈密顿

图: 磁场中的二维方格子

简单地，我们可以写出这个体系的哈密顿：

Ĥ = −J
∑
m,n

(eiϕx
m,na†m+1,nam,n + eiϕy

m,na†m,n+1am,n) + h.c.
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定义磁场位移算符

Ĥ = −J
∑
m,n

(eiϕx
m,na†m+1,nam,n + eiϕy

m,na†m,n+1am,n) + h.c.

ϕx
m,n =

e
ℏ

∫ m+1

m
A⃗d⃗x · · · · · ·ϕy

m,n =
e
ℏ

∫ n+1

n
A⃗d⃗y

由无磁场极限下，格点平移算符的启发，我们会定义磁场平移算符如下：

Tx = eiϕx
m,na†m+1,nam,n,Ty = eiϕy

m,na†m,n+1am,n, J = −1

然而, 由于 [Tx,Ty] , [Tx,H] , [Ty,H] ̸= 0，这样的定义是失败的。
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定义磁场位移算符

我们考虑如下的定义：

Tx =
∑

eiθx
m,na†m+1,nam,n

Ty =
∑

eiθy
m,na†m,n+1am,n

使得 [Tx,H] , [Ty,H] = 0
一些计算后给出：

θx
m,n = ϕx

m,n +Φm,nn
θy

m,n = ϕy
m,n − Φm,nm

其中 Φm,n 是一个格子上的总磁通：

Φm,n = ϕx
m,n + ϕy

m+1,n − ϕx
m,n+1 − ϕy

m,n

注意上二式不是对所有类型格子通用的，但是推导是类似的。
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磁场位移算符的対易关系

从推导出，我们显然有 [Tx,H] , [Ty,H] = 0，然而 Tx,Ty 的対易关系没
有保证，可以简单的从单粒子态出发，证明（板书）：

TxTy = eiΦm,nTyTx

之后，我们考虑磁场是一个匀强磁场：
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匀强磁场简化

图: 匀强磁场下的方格子

我们考虑所加的磁场是一个匀强磁场的情况：

TxTy = eiΦTyTx

现在我们的问题就是从 Tx,Ty 出发，构造一套相互対易的算符。
对于 Φ = 2nπ 的情况，这和单位格子无磁场是规范等价的，Tx,Ty 是対
易的，H 可以通常的 (利用布洛赫定理) 被解出。
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超晶格 (super-cell)
考虑 Mk

x = (Tx)k,Ml
y = (Ty)l，这两个算符是与哈密顿算符対易的。问

题成为，选取合适的 k, l 使得 Ml
y,Mk

x 対易。通过单粒子态计算（板书）
得到：

Mk
xMl

y = eiklΦMl
xMk

y

对于分数的 Φ = p/q，两个算符対易的条件是：

klΦ = 2π (p/q) kl .= 2πn,n = 1, 2, 3...

最小的模式显然是 kl = q

图:

Jiaqi Cai (School of Physics,HUST) Hofstadter 问题以及在玻色冷原子上的模拟 2017 年 4 月 11 日 8 / 24



扩展格子的布洛赫定理

下面，可以开始从 Mx,My 对应的“磁场平移对称性”应用布洛赫定理：

Mq
xφm,n = ei

∑
...φm+q,n = eikxqaφm,n

Ml
yφm,n = ei

∑
...φm,n+l = eikyqaφm,n

−π
qa ⩽ kx <

π

qa ,
−π
la ⩽ ky <

π

la
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Harper 方程

上述体系，考虑使用朗道规范

ϕr⃗
m,n = (−nΦ, 0)

哈密顿就是 (Harper-Hofstadter Hamitonian)：

Ĥ = −J
∑
m,n

(e−inΦa†m+1,nam,n + a†m,n+1am,n) + h.c.

考虑到沿 y 方向延拓 q 倍的情况：

M1
x =

∑
m,n

a†m+1,nam,n,Mq
y =

∑
m,n

a†m,n+qam,n
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Harper 方程

哈密顿不显含时间，[H,T] = 0，因此存在 Ψm,n:

−J(e−iΦnΨm+1,n + e−iΦnΨm−1,n +Ψm,n+1 +Ψm,n−1) = Em,nΨm,n

此外，[M1
x,H] = 0, [Mq

y,H] = 0, 因此 Ψm,n 也是这两个磁场位移算符的
本征函数，此外这两个算符还有布洛赫定理。
应用布洛赫定理，Ψm,n 有如下性质：

M1
xΨm,n = Ψm+1,n = eikxaΨm,n

Mq
yΨm,n = Ψm,n+q = eikxqaΨm,n

上二式给出了一个展开：

Ψm,n(⃗k) = eikxmaeikynaψn, ψn+q = ψn
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Harper 方程

将展开后的哈密顿带入本征值方程，得到：

En(⃗k)ψn = −J[2 cos(kxa − Φn)ψn + eikyaψn+1 + e−ikyaψn−1]

右边给出了一个 q × q 的哈密顿：

−J


h1 eikya 0 · · · e−ikya

h2 eikya · · · 0
h3 · · · 0

. . . ...
· · · hq


hq = 2 cos(kxa − (q − 1)Φ)

这个矩阵的本征值问题，就给出了 Harper 方程，给出了此问题的单粒
子激发能谱。
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Hofstadter-Butterfly

图: q=5,q=6 的能谱，侧边给出了 Chern Number

图: 大磁场下的分形，即 Hofstadter-Butterfly
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Hofstadter 能带的 Chern Number

Chµ1 =
1

2π

∫
FBZ

dkxdky − i(
⟨
∂kxψµ(⃗k)

∣∣∣ ∂kyψµ(⃗k)
⟩
− x ↔ y)

由于未加磁场，诸能带都是平带 (topological trivial)，局域的时间反演对
称性没有被打破，因此其上的 Chern Number 一定是 0。
在磁场作用下，能带发生劈裂，局域的时间反演对称性被打破，劈裂出
来的新带的 Chern Number（不是 0）总和是原来的带的 Chern Number
的总和。
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Hofstadter 能带的 Chern Number

图: q=2，q=3 能谱

图: q=5,q=6 的能谱

Jiaqi Cai (School of Physics,HUST) Hofstadter 问题以及在玻色冷原子上的模拟 2017 年 4 月 11 日 15 / 24



Hofstadter 能带的 Chern Number

由上面的分析，一些数学上的论证给出：

Φ = 2πα, α = p/q

r = qsr + ptr, |tr| ≤ q/2, sr, tr = 0, 1, 2...

其中，r 是第 r 个能隙，tr 给出了能隙以下各个能带的 Chern Number
的和。上述方程就是 Diophatine 方程，结合边界条件，可以给出对
Chern Number 有效的预测。

Jiaqi Cai (School of Physics,HUST) Hofstadter 问题以及在玻色冷原子上的模拟 2017 年 4 月 11 日 16 / 24



周期驱动

考虑算符
Ĥ(t + T) = Ĥ(t)

其薛定谔方程
iℏ∂t |Ψ(t)⟩ = H(t) |Ψ(t)⟩

应用时间平移算符，考虑其 Floquet 模：

|Ψ(t)⟩ =
∑

a
exp(−iεαt/ℏ) |Φα(t)⟩,Φα(t + T) = Φα(t)

带入薛定谔方程、利用演化算符（板书）映射到不含时情况。
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一维体系

考虑哈密顿

H(t) = −Jx
∑
m

(a†m+1am + h.c.) +
∑
m

(V0 sin(ωt + φm) + ∆m)a†mam

利用幺正演化

R(t) = exp
[

i
∑
m

(
−V0

ℏω
cos(ωt + φm) + ∆mt/ℏ

)
a†mam

]

将哈密顿旋转至：

H(t) = −Jx
∑
m

eiϕm(t)a†m+1am

此例子可以推广到二维，从而获得我们想要的系统。
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二维体系：人造规范势

考虑下面一个二维方格子的哈密顿：

H(t) =
∑
m

(−Jxa†m+1,nam,n − Jya†m,n+1am,n + h.c.)+
∑
m

(V0 sin(ωt + φm,n) + ∆)a†m,nam,n

利用幺正演化

R(t) = exp
[

i
∑
m,n

(
−V0

ℏω
cos(ωt + φm,n) + ∆m,nt/ℏ

)
a†m,nam,n

]
哈密顿旋转为：

H(t) =
∑
m,n

(−Jxeiϕx
m,n(t)a†m+1,nam,n − Jyeiϕy

m,n(t)a†m,n+1am,n + h.c.)

多次操作以后：

HF =
∑
m,n

−JxJ1 (ϕ0,x) a†m+1,nam,n
−JyJ0 (ϕ0,y) eiϕy

m,n(t)a†m,n+1am,n
+ h.c.
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磁场下的霍尔效应

考虑一个截断了边界的二维方格子：

图: 霍尔效应示意图

计算（板书）得出：σxy = Iy/Vx = n e2
2πℏ
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由霍尔电导对应的输运量

考虑一个有限大的冷原子云，现在，给予一个外力驱动：

F⃗ = Fêy

同上的想法，我们现在考虑 band velocity，但现在输运包含 Berry
Curvature 和动力学因素：

vx
µ = ∂kxEµ − FFyx

µ

vy
µ = ∂kyEµ

如果我们考虑他们在 x, y 方向的平均：⟨
vx
µ

⟩
FBZ = ⟨∂kxEµ⟩kx

− F
⟨
Fyx
µ

⟩
FBZ = −tr(ρµ)F × 2πCh1µ
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质量中心（COM）

粒子数在能带上的分布：

ρµ =
1

AFBZ

Nµ

N ≡ 1

AFBZ
ηµ

当力足够小，ρµ(t) = ρµ(0) 时，考虑可观测量 COM 的位移：

xµ(t) =
(
2a2η0µF/π

)
vµt

从而给出了 Chern Number。
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原文章实验结果

图: 实验结果
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