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Overview

1 线性代数
另⼀个⾓度看待⼆次型（厄⽶型）的主轴变换
本征值的极值性

2 初始变分法
初始变分法证明本征值的极值性
本征值的极⼩极⼤值性

3 形式变分法
初始变分⽅法解决泛函极值的必要条件
通过形式变分法计算简单的泛函极值问题
有附加约束的欧拉⽅程的导出

4 直接变分⽅法
Ritz ⽅法
有限差分法
直接⽅法的应⽤举例
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主轴变换

Theorem (定义)

把⼆次型 K(x) =
n∑

q,p=1
xpkpqxq

化作平⽅和 K(x) =
n∑

p=1
κpy2p

的正交变换 xp =
n∑

q=1
yqlqp

这是⼀个只做 转和 的线性变换，我们把这定义为 做主轴变换。

这类主轴变换在代数中极为重要，我们先将上述表述写成矩阵的形式，
并⽤内积表出。
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主轴变换

设

x =


x1
x2
...

xn


那么 K(x) = xTKx 变换到 K(x) = yTκy
其中 κ 是⼀个对⾓矩阵
相应的正交变换是

x = Ly
其中

y =


y1
y2
...

yn
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主轴变换

利⽤下⾯的定理

Theorem (魏尔斯特拉斯定理)
对于有限 区域上的多元 函数，总在该区域内取得极⼤值。

我们⾸先取⼀个归⼀化的约束 xTx = 1 , 他的⼏何意义⾮常显然，是⾃
然坐标下的⼀个单位球⾯。
利⽤上述定理，我们总能找到⼀个⽮量

l1 =
(

l11 l12 ... l1n
)

使得在 xT = l1 时，K(x) = xTKx 取得极⼤值 κ1
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主轴变换

此外，由于空间是 n 维的，我们在空间中也总能找到⼀个和 l1 正交的向
量 l2,xT = l2, 使得 K(x) = xTKx 满⾜球⾯约束的情况下取得极⼤值 κ2。

正交条件和约束条件的⼏何意义是⼗分的明显的，就是单位球和垂直于
l1 的” 超平⾯” 相交⽽成的⼀个” 超曲线”。

此外，我们可以⼀直这样扩充, 让 lm 总是垂直于
l1, l2, ...., lm − 1,xT = lm, 使得 K(x) = xTKx 满⾜球⾯约束的情况下取得
极⼤值 κm。
这样⼀直扩充到了 ln，这个 n 个向量称作本征⽮量，马上就会说明原因。
这样的 ln 排成⼀列构成的矩阵，约束条件 xTx = 1 和正交约束条件保证
了这是⼀个正交矩阵，由这个矩阵⽣成的正交变换

x = Ly

就是我们要求的答案，这个结论在⼆维、三维维情况下是⼗分显然的
（以椭球为例⼦），但是对于⾼维，我们需要⼀个简单的证明（不赘述）。
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本征值的极值性

我们回顾⼀下，通常对于⼆次型的主轴变换的求法是：

我们要求的是⼀个正交矩阵，将 K 通过正交变换（等价于相似变
换）使他成为对⾓型；

事实上，我们利⽤了相似变换的性质，求得了本征系统，设其中的
本征值是 λn, 对应的本征⽮量是 ψn
这些本征值就是变换之后的对⾓矩阵的对⾓元, 对应的本征⽮量排
成列（排成列和后⾯对应），可以得到 y → x 的线性变换。

对⽐这⾥求主轴变换的⽅法和上⾯对主轴变换的定义，事实上

λn := κn

ψn := ln
不需要证明，本征值的极值性已经体现的⾮常明显。这⼀套理论可以推
⼴到复数域，只需要把厄⽶型定义成

K(x, x̄) = x̄Kx
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本征值的极值性

Theorem (本征值的极值性)
设 V 是 C 上的⼀个⾣空间，H 是其上的⼀个厄⽶变换，设 H 的 有下
限的，并且各个本征值 其排列如下：λ0 ⩽ λ1 ⩽ λ2 ⩽ ....， 归⼀化的
厄⽶型 (α,Hα)

(α,α) =
(

α
|α| ,H

α
|α|

)
的极⼩值是：

λ0, α 是 V 中任意的⼀个⾮ 向量

λ1, α 是 V 中任意的⼀个⾮ 向量，满⾜约束 (α0, α) = 0

λm, α 是 V 中任意的⼀个⾮ 向量, 满⾜约束
(α0, α) = (α1, α) = .... = (αm−1, α)

事实上，这⾥的厄⽶型是我们解决的第⼀个泛函的极值问题，
J[α] = (α,Hα)

(α,α)

从上⾯⼏节的内容你已经看出了，上述对欧空间中⼆次型的讨论对任意
的⾣空间的内积形式也是成⽴的。我们已经通过代数学给出了⼀个很直
观的证明，后⾯变分法的内容会⽤其他⽅法证明。
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本征值的极值性的另⼀个证明

令

J [α] = (α,Hα)
(α, α)

设 J [α] 在 α = α̃ 处取得极值，那么：
令

α = α̃+ εβ, ε ∈ R, β ∈ V

对于任意给定的 β，J[α] 都是 ε 的⼀个函数，并且应该在 ε = 0 处取得

极值。那么 dJ[ε]
dε

∣∣∣
ε=0

= 0，现在可以做⼀下简单的运算并得到：

dJ|ε=0 = J[α̃+ βdε]− J[α̃] = 1

(α̃, α̃)

[(
β, (H − λ̃)α̃

)
+ ((H − λ̃)α̃, β)

]
dε

其中:
λ̃ =

(α̃,Hα̃)
(α̃, α̃)
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本征值的极值性的另⼀个证明（初始变分）

由于对于任意的 β，都有 dJ[ε]
dε

∣∣∣
ε=0

= 0，我们可以取

β = (H − λ̃)α̃

得到
Hα̃ = λ̃α̃

即：J[α] 在 H 的本征向量处取得极值，极⼩值是最⼩的本征值。

对于未归⼀化的向量，本质上就是增加了约束条件 (α, α) 等于 0，
可以⾃⼰试着⽤拉格朗⽇不定乘⼦法证明。

对于其余的本征值，可以⽤不定乘⼦法证明。

上述证明过程不依赖 H 是有限维还是⽆穷维，也不依赖内积的形
式，只要有内积的定义，H 是厄⽶算符。

最常⽤的地⽅是量⼦⼒学中，对于定义了内积的希尔伯特空间，所
谓的⼒学平均值的“变分原理”就是运⽤了上述结论。
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本征值的极⼩极⼤值性

量⼦⼒学中还有⼀类⾮常重要的泛函需要研究，为了体现普遍性，我下
⾯采⽤ bra-ket 的内积记号：

Theorem (极⼩极⼤问题)
在约束 ⟨α |α⟩ = 1 下，对于满⾜ ⟨β |α⟩ = 0 的 |α⟩，定义泛函

J [β] = ⟨α |Hα⟩

这个泛函的极⼤值是 H 的第⼆个本征值 λ1.

这个定理显然可以推⼴到⼀般，并且是⼗分容易得到证明的，只需证明
β 不取本征向量时，空间任意⼀个满⾜约束的向量作为 α 都使得泛函不
⼤于 λn
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利⽤初始变分⽅法导出欧拉⽅程

在各个学科中，我们经常遇到这样的⼀类泛函的极值问题：

J[y(x)] =
∫ x1

x0
F(x, y, y′)dx

其中 x0,x1,y(x0),y(x1) 为给定的，函数 F ⾜够的好。
这样的问题是最原始的，我们从他可以导出著名的欧拉⽅程。
这个问题是本征值的极值问题的⼀个显然推⼴，我们利⽤⼏乎完全类似
的⽅法：
选取⾜够好的函数 η(x), 满⾜ η(x0) = 0,η(x1) = 0 并且设泛函 J[y(x)] 在
ỹ 时取得极值，设

y(x) = ỹ(x) + εη(x)
此时泛函化作 ε 的函数，同样在 ε = 0 处导数为 0 结果：∫ x1

x0
η(x)(Fy −

d
dxFy′)dx = 0
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变分⼏号的引⼊

上述讨论⽅法对多个⾃变量、⾼阶导数、⼀侧或双侧不固定的条件都是
适⽤的，下去可以严格的证明他们。我们更加具体化刚刚的过程，可以
引⼊更加⽅便的记号：

所谓的“y(x) = ỹ(x) + εη(x)”可以设 δy = εη(x) 为所谓的 y 的变分。

可以引⼊ δJ [·] = εJ′(0)(后⼀个 J 是函数⽽⾮泛函)

这些记号有着⼀些性质，你总可以从上述定义式⼦得出, 下⾯列出额
外的。

对已经确定的函数变分是 0, 即：δcste(x) = 0，这给出了最重要的
⼀个变分：δx = 0

变分符号和导数符号、积分符号可以交换位置。
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e.g.

我们计算⼏个简单的变分来练练⼿：

Theorem (哈密顿⽅程的导出)
求泛函

S =

∫ t2

t1
(pq̇−H(p, q, t))dt

等价的⽅程，边 是固定的

Theorem (稳定⽅程的导出)
求泛函 ∫∫

S

1

2
(u2x + u2y)dxdy

等价的⽅程，边 是固定的
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e.g.

Theorem (稳定⽅程的导出)
求泛函

J[φ] =
∫∫

R
(φ2

x + φ2
y − 2φg)dxdy

等价的⽅程，边 是固定的, 其中 g 是已知的函数。

Theorem (波动⽅程的导出)
求泛函

J =

∫ t2

t1

∫ l

0
(ρu2t − µu2x)dxdt

等价的⽅程，边 是固定的.
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泛函约束

Theorem (⼴义的等周问题)
在固定边值条件下，求⼀个 y，使得满⾜约束

K =

∫ x2

x1
G(x, y′, y′′)dx = c

并使得积分

J =

∫ x2

x1
F(x, y′, y′′)dx

取得极值

上述问题可以直接从原始变分⽅法获得解答，或者更加简洁地，利⽤乘
⼦法的思想，构造⼀个新的泛函：

W =

∫ x2

x1
(F + λG)dx

并且使之成为极型。
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有限约束

这⼀类约束是在理论⼒学中最常看到的，我们将⽤理论⼒学常⽤的记号
写下这个问题：

Theorem (有限约束问题)
在固定边值条件下，求⼀个 qi(t)，使得满⾜约束

G(qi) = 0

并使得积分

J =

∫ t2

t1
L(q′i, qi, t)dt

取得最⼩。

从分析学的⾓度看，这就是给定曲⾯上的曲线给出 J 极值的情况，⼀个
简单的想法是从 L 消去⼀个⾃变量，下⾯直接给出结果：

d
dtLq̇i − Lqi + λ(t)∂G

∂qi
= 0

其中的 λ(t) 是⼀个待定的乘函。
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微分⽅程约束

事实上，上⾯讨论的约束问题都没有包括下⾯的⾮完整约束。

Theorem (有限约束问题)
在固定边值条件下，求⼀个 y，使得满⾜约束

G(x, y, y′) = 0

并使得积分

J =

∫ x2

x1
F(x, y′, y′′)dx

取得极值，且 G(x, y, y′) ⽆法转化成任何不 导数的函数的微分。

在这⾥，我只提供结论：我们不得不引⼊拉格朗⽇乘函来解决这个问题，
问题的详细证明是复杂的。
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直接⽅法

⾄此，我们讨论了原始变分⽅法可以适⽤于⼤部分的变分问题，我们引
⼊了形式变分记号，并就此讨论了⼏种约束（完整、⾮完整）情况下的
变分原理。这⾥我们主要运⽤的思想是：尽量使⽤已有的分析学知识将
之转化为函数的极值问题，并利⽤微积分中的“多元函数极值条件”来解
决这类变分问题。

下⾯我们的⽬光将放在另⼀个思想上

Theorem (变分问题的直接解法思想)
变分问题的直接解法，总是在于造出极⼩化的 列来以这个 列为基 ，
通过极限过程来获得问题的解。
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⾥茨⽅法

下⾯是⾥茨⽅法的思想步骤：

做出确定的、完备的（如果是正交的那就更可爱了），⼀组基函数
wn

这组基函数通过线性组合成 φn,φn =
∑

i
ciwi

这样的适当的线性组合，使得 J [φ]− J [φn] 为任意⼩。

泛函极值问题成为 cn 这 n 个系数的极值问题。

我们断⾔当 n 逼近⽆穷时问题总是有解的，这也是维尔斯特拉斯定理保
证了的。
但是问题往往没有这么简答，对于单独的问题，这个⽅法⼗分依赖基函
数的适当性，后⾯会给出例⼦
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有限差分法

有限差分法其实是⾥茨⽅法的⼀个特例，

Theorem (有限差分法)
形如

D [y] =
∫ x2

x1
F(x, y, y′)dx

的单积分极⼩值问题， ⼀个⼦区间都是线性的基函数，做⼀个
Ritz ⽅法，此变分问题化作：

m∑
i=0

F(xi, yi,
yi+1 − yi

∆x )∆x = min

可以证明，上述差分⽅法在 m 取极限时，误差的缩⼩仅仅和 m 的倒数
成⽐例。
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直接⽅法的应⽤举例

Theorem (势函数)
区域

Ω =

{
0 ⩽ x ⩽ a
0 ⩽ y ⩽ b

求泛函

D[φ(x, y)] =
∫∫

Ω
(φ2

x + φ2
y)dxdy

的极值和极值函数。
φ ⾜够好，在边 上取值为 0，并且已经归⼀化（满⾜约束）：

H[φ] =

∫∫
Ω
φ2dxdy = 1
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直接⽅法的应⽤举例

为了求上述泛函的极值，我们将函数⽤三⾓函数为基进⾏（傅⾥叶）
展开。

φ =

∞∑
m,n=1

cmn sin(mπx
a ) sin(nπy

b )

代⼊待求泛函和约束泛函中，注意运⽤帕塞⽡尔等式化简，得到：

D =
abπ2
4

∞∑
m,n=1

c2mn

(
m2

a2 +
n2
b2

)

H =
ab
4

∞∑
m,n=1

c2mn = 1

H 现在是 cmn 的函数，极值是显然的，只需要约束要求的 c11 =
√

ab
2 ，

其余的系数都是 0。
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直接⽅法的应⽤举例

因此变分问题的解是：

u =
2√
ab

sin πx
a sin πy

b

D[φ] ⩾ d = π(
1

a2 +
1

b2 )
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直接⽅法的应⽤举例

Theorem (圆区域的狄利克雷问题)
区域

Ω : x2 + y2 ⩽ 1

求积分

D[φ] =

∫∫
Ω
(φ2

x + φ2
y)dxdy

的极⼩

在 Ω 上应⽤极坐标 r, θ，从⽽将积分化作：

D[φ] =

∫ 2π

0
dθ

∫ 1

0
(φ2

r +
φ2
θ

r2 )rdr
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直接⽅法的应⽤举例

假定边值是⼀个傅⾥叶级数

φ(1, θ) = f(θ) = 1

2
a0 +

∞∑
n=1

(an cos nθ + bn sin nθ)

将 φ 做傅⾥叶展开：

φ =
1

2
f0 +

∞∑
n=1

[fn(r) cos nθ + gn(r) sin nθ]

其中
fn(1) = an, gn(1) = bn

按照三⾓函数组的完备性关系，我们可以将泛函积分出来，得到：

D[φ] = π

∫ 1

0
[f0′(r)]2rdr + π

∞∑
n=1

∫ 1

0
{[fn′(r)]2 +

n2
r2 [fn(r)]

2}rdr

+π

∞∑
n=1

∫ 1

0
{[gn

′(r)]2 + n2
r2 [gn(r)]2}rdr
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直接⽅法的应⽤举例

由于上⾯的思想，我们只需要处理这些极⼩问题：∫ 1

0
{[fn′(r)]2 +

n2
r2 [fn(r)]

2}rdr = min

∫ 1

0
{[gn

′(r)]2 + n2
r2 [gn(r)]2}rdr = min

当 r = 1 时，fn 和 gn 依次取得 an 和 bn 将 fn 和 gn 在 r = 0 处做泰勒
展开，很简单的就可以得出答案（⾃⼰检验）原来变分问题的解为：

φ(r, θ) = 1

2
a0 +

∞∑
n=1

rn(an cos nθ + bn sin nθ)

极⼩为：

D ⩾ d = π

∞∑
n=1

n(a2n + b2n)
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